Huiswerkopdrachten II,
Week 5 & 6

Ulrich Griin, stud.nr.: 9212647

1. Bewijzen met Induktie

(a)

i.
ii.
iii.

iv.

ii.
iii.

iv.

Te bewijzen: Vn (0+14+2+...+n = %)
Bewijs: met volledige induktie.

Basis: n =0 = Py d.w.z. 28 — .

Induktiestap: ik neem aan dat 0 4+1+2+ ...+ n = n(n;l).

Ik wil laten zien dat Ppy; = 0+14+2+...+n+ (n+1) =
(n+1)((n+1)+1)

2
Induktie hy otk;ese: omdat ik voor 0+1+2+4 ...+ n kan
n(n+1

schrijven: , levert substitutie het volgende op: %—i—
(n + 1) :(Zh) (n+1)((721+1)+1)'
2
(n+1)((721+1)+1) N (n+1)2(n+2) - n +§n+2 —in) n(n2+1) 4 (n+
1) - n(n2+1) + 2(n2+1) . n(n+1)42r2(n+1) N n2+§n+2_ P, is te
bewijzen voor n+1, en daarmee Vn (0 +14+2+ ...+ n =
n(n+1)
—5 )
0.£.D.
. Te bewijzen: Vn (%%Z—i% = %H)
Bewijs: met volledige induktie.
Basis: n =0 = Py dw.z g55 =3 = P
Induktiestappen: Ik ga uit van P, d.w.z. %% . Z—i; = %H
Ik wil laten zien dat: Pp4q d.w.z. 3 - % e % . EZIBI; =
1
(n+1)+2°
1.2 . ntl

Induktie hypothese: omdat voor 5 -5 - ... kan schrij-

1
n+2"
1, (nd1)+1 1o L 42 o md2
2 DTz 7 a3 (k) ni2 T nys 7 )3y (ih)
1 = n+2 . n+42
n+3 n+2)(n+3) ~ (i-h.) (nF2)(n+3)

n+2

ven: levert substitutie het volgende op: m =(i.h.)

: s 1.2 ntl _
P, is te bewijzen voor n+1, en daarmee Vn (5-5-...- 155 =
1
n+2)'
Q.£.D.

. Te bewijzen: Vn (0+2+4+...+2n=n(n+1))



ii.
iii.

iv.

iii.

v.

ii.
iii.

iv.

V.

Bewijs: met volledige induktie.

Basis: n=0= Py d.w.z. 00+ 1) =0.

Induktiestap: Tk ga uit van P, dw.z. 0+24+4+...4+2n =
n(n+1).

Ik wil laten zien dat: P,4q d.w.z. 04+2+4+.. . 4+2n+2(n+1) =
(n+1)((n+1)+1).

Induktie hypothese: omdat ik voor 0 +2 +4 4+ ...+ 2n kan
schrijven: n(n + 1)), levert substitutie het volgende op:
n(n+1)+2(n+1) =) (n+1)((n+1)+1) = n®+3n+2 = )
(n+1)(n+2)=n?+3n+2=;,)n*+3n+2

P, is te bewijzen voor n+1, en daarmee Vn (0+2+4+...+
2n =n(n+1)).

. Q.ED.
i. Te bewijzen: ¥n >0 (1+3+...+ (2n — 1) = n?)

ii.

Bewijs: met volledige induktie.

Basis: n=1= P; d.w.z. 12 =1.

Induktiestap: Veronderstelling dat ieder willekeurige getal
n > 0 eigenschap P heeft. P, d.w.z. 1+3+...+(2n—1) = n2.
Ik wil laten zien dat: Pp41 dwz. 14+3+ ...+ 2n—1) +
(2n+1) = (n+1)2

Induktiehypothese: omdat ik voor 1 +3+...4 (2n — 1) kan
schrijven: n?, levert substitutie het volgende op:
n?+(2n+1) =(i.n) (n+ )2 =n?4+2n+1 =(i.h.) n?+2n+1
P, is te bewijzen voor n+1, en daarmee Vn >0 (1+3+...+
(2n — 1) = n?).

Q.£.D.

i. Te bewijzen: Vn (p = (=—)"p). Hierbij is (——)"p als volgt

gedefinieerd: (—==)% :=p en (—==)"p := == (==)"p

Bewijs met volledige induxie.
Basis: n =0 (=—)% = p.
Induktiestappen: Ik veronderstel p = (——)"p (Voor n=0
geldt dit).

Ik wil aantonen dat ook p |= (—==)"* p. (p &= ——(=—)"p)
Bewijs: v((=—)"p) = 1 iff v(p) = 1 en v(—=(=7)"p) =
1iff v(p) = 1.

P, is te bewijzen voor n+1, en daarmee Vn (p = (=)

Q.E.D.

n

).

(f) Te Bewijzen: Vn (p F (==)"p)

i.

ii.

Bewijs: met volledige induktie
Basis: n=0, dan geldt (ﬁ—')op := p Verder geldt (—|—|)”+1p =
n

p

(=)



iii. Induktiestappen: Ik ga uit van p - (——)"p,

de induktiehypothese is dat p - (==

)" p,

dat dit zo is, ga ik als volgt bewijzen:

P

(ﬁﬁ:)”p

[=(==)"ph

iv. Zo te zien is (==)"*p (:= == (=—)"p) te bewijzen uit (=)

— F
1 S

n

p

en daarmee ook uit p. Hiermee is de aanname bewezen dat

Vo (pF (==)"p)
v. Q.E.D.

2. Waarheidstafels = —(—po A —p1) = po V1 =1

po p1 | —po

—p1 | “po A-p1 | ~(=po A-p1) | po Vo |

—(=po A—p1) = po V p1

1 1 0 0 0 1 1 1
1 0 0 1 0 1 1 1
0 1 1 0 0 1 1 1
0 0 1 1 1 0 0 1
3. Natuurlijke deduktie
(a) .
®J2
VI 1
oV [=(p V)l
E
1
Sp L2
— Il
“(pVY) = e
(b)
[~¢lz  [W)4
AT
— A ) [=(—p A =)L 5
L raa,
A VI, r
oV [=(p V)2 5
L ra4,
P VIl
oV [=(e V)2
L Raa - F
oV § :
1

4. Konstrukties op bewijzen

oV ol (pV-p)— e
_

(o A) — oV

FpV ) — o=k ¢

7 £y



5. Natuurlijke deduktie en volledige induktie

(a) FAgANA — A1 N Ap

ii.

iii.

iv.

V.

AdnAr g Ao gy
Aq Ag I
A1 N Ag A
— Il

AgNA] — A1 N A

Te bewijzen: Vn € N [- (AgA...ANA,) — (ApA...ANAg)] In

korte notatie: Vn € N [F M\"y A — M5 C Ai.

Bewijs: met natuurlijke induktie.

Basis: n=0, dus we moeten laten zien - Ag — Ag. En
[Aol1 s

inderdaad: Ag — Ay A

Induktiestap: ik neem aan dat - M\ A — M A,

Ik laat zien dat dit ook geldt voor: F M\ ,A4; A App1 —

Apt1 A /)(\fl:0 A;. Omdat te bewijzen ga ik ervan uit dat

het voldoende is om J\/_o Ai A Ant1 — Ant1 A M\ Ai te

bewijzen. Dit vanwege A, 41, die in de aanname &chter, en

in de konklusie véér de finite conjunction (/X\) staat. Zou

¥ Ny Ai — /)(\ZZO A; gelden, dan zou mijn uitgangspunt

ook niet te bewijzen zijn.

Here we go:
[Ant1 A Mizo Ailr AE. 7 [Ant1 /\n/)(\?zo Ail NELL
An+1 /X\i:O Az Al
An-‘,—l A /X\,LT-L:O 14Z
e Il

Miso Ai A Angr — Apr AN\ A
Doordat /M\i_g Ai A Apy1 — Ang1 A iy Ai bewijsbaar is,
is B Mizo Ai — M0 A; dat dus ook en geldt Vn € N [
Mizo A = M\, " Ail.
Q.£.D.

6. Meer induktie en deduktie

(a) H (Ao \/Al) A=Ay — A

[(AO V Al) A _‘AO]l

(A0 V A1) A ~A] = o g o
oV A1) AAor 1
AE, I L
Ao\/Al [A1]3 A i/_g
2.3
Ay ’




(b) i Te bewijzen: Vn € N[ (Wi qAi V Ant1) A Ny ~4i —
An+1]~
ii. Bewijs: met natuurlijke induktie.

iii. Basis: Ik moet laten zien dat het geldt voor n=0 d.w.z. dat
F (Ao V A1) A =4y — A;. Dit is hetzelfde bewijs als in
opgave 6 (a). Dus, voor n=0 is de formule bewijsbaar.

iv. Induktiestap: Ik moet nu laten zien, dat het ook geldt voor
n+1:+F (\X/?i_ol AZ vV An+2) A /X\?;FOI _‘Al — An+21

(Wi Ai V Ausa) A N2 ~Ai

[W?:ol Aila /)(\Zrol -A;

— F

n+1 n+1
(Wi Ai V Anga) A NG = Al NE. ] T
Wity Ai vV Apyo [Anyals Anta
A \/E2)3
n+2
(\W?Iol AV Apyo) A ﬂ(\z_ol —A; — Apto

— Iy

We kunnen zien dat de formule ook voor n+1 bewezen kan
worden, en daarmee Vn € N [- (\W/i_g AiVAn11)A Mg ~Ai —
An-i—l]‘

v. Q.E.D.



