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Una justificacién de la Necesitacién

Necesitacién y |6gica
Un marco para estudiar la contingencia de la légica

Justificacién semantica

» Si = A quiere decir
A es verdad en todo mundo posible.

> v, si la semantica de OA se estipula como
OA es verdad en algiin mundo posible w si y solo si A es
verdad en todos los mundos posibles de w.

A

TA tiene una

» Entonces, la Regla de Necesitacion
justificacién clara.

| vd Giessen, J. J. Joosten, P. Mayaux, V. Navarro 2/22



Una justificacién de la Necesitacién

Necesitacién y |6gica
Un marco para estudiar la contingencia de la légica

Un error comun

» La Regla de Necesitacién
Si yo tengo una demostracion de A,
entonces,
yo puedo concluir que TA.

» Aplicacién errénea de la Necesitaciéon (Nec):
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Una justificacién de la Necesitacién

Necesitacién y |6gica
Un marco para estudiar la contingencia de la légica

Justificacion epistémica de la Necesidad

» Cémo interpretar el razonamiento modal . Si I es solo un
artefacto para modelizar |=, entonces la Necesitacién es clara.
» Si intentamos dotar a - con una justificacién epistémica
independiente para razonar sobre la Necesidad, entonces
» la Regla de Necesitacién parece imponer un estatus de
Necesidad al razonamiento/Idgica:
Si intento justificar la validez de A usando mi sistema de
razonamiento
entonces, como este razonamiento es necesario,
necesariamente A estd justificado por mi sistema de razon-
amiento.

» La conclusién parece ser: la légica es necesaria.

» No obstante, la semantica de mundos posibles permite que
diferentes mundos posibles estén regidos por diferentes ldgicas.
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Una justificacién de la Necesitacién
Necesitacion y légica

Un marco para estudiar la contingencia de la l6gica

Definiendo el lenguaje y las derivaciones

» Lenguaje Lo:=p|L|ANA|AVA|A—-A|TA

» Fija Formg como la clase de férmulas en £

» (', C Formg) Una derivacion cldsica D de ' a ¢ es una

secuencia de férmulas @1, 2, ..., pk tal que Vi € {1,2,..., k}:

» pielo
> ; tiene la forma de una tautologia cldsica en el lenguaje L o
» Existen j,/ < i tal que ¢; tiene la forma ¢; — ¢;
> Y = p.
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Una justificacién de la Necesitacién
Necesitacion y légica

Un marco para estudiar la contingencia de la l6gica

Definiendo el lenguaje y las derivaciones

» (I, C Formg) Una derivacion intuicionista D de I a ¢ es
una secuencia de férmulas @1, @2, ..., @k tal que
Vie{l,2,...k}:

> pielo
> (; tiene la forma de una tautologia intuicionista en el lenguaje
Loo
» Existen j,/ < i tal que ; tiene la forma ¢; — ¢;
> Pk =P
> l—fD / I—iﬁ‘j representa la derivacidn cldsica/intuicionista en £

» T/T" es la clausura de una teoria T sobre H£o / I—il:E’
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Una justificacién de la Necesitacién
Necesitacion y légica

Un marco para estudiar la contingencia de la l6gica

Definiendo los modelos

» Un modelo mixto es una tupla M := (W, R, e) donde (W, R)
es un marco de Kripke y e es una extension
e: W — P(Formp) x {i,c} (denotado e(w) = (Tw, l))
tal que
1. L& T
2. Twl—ﬁD p=p€ T,
3. 0peT, < Vv(wRv=9pecT,),
4. -Op e T, < Ju(wRuNp ¢ T,).

Alternativamente, escribiremos M = (W, R, Ty, yew)-

| vd Giessen, J. J. Joosten, P. Mayaux, V. Navarro 7/22



Una justificacién de la Necesitacién
Necesitacion y légica

Un marco para estudiar la contingencia de la l6gica

Un ejemplo de modelo mixto

Tws = {p} U{O¢ | ¢ € Formg}

Tw, ={p,q} U{0p | p € FormD}'EI
To, =
{-pVatU{0p | ¢ € Tu, N T} U{—~) | € Formg/ Ty, N Ty} -
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Un breve repaso de la seméantica para el intuicionismo versus modal|  Semantica de Kripke basica

Modelos birrelacionales

Légica intuicionista y Iégica modal

» Ldgica intuicionista proposicional [PC:
> Lenguaje: Au=p|L]|ANA|AVA|A—-A
» Tautologias intuicionistas
» Reglas: Modus ponens

» Ldgica modal cldsica K:
» Lenguajes A:=p|L|ANA|AVA|A— A|OA CA
» Tautologias cldsicas
» Axioma K: O(A — B) — (DA — OB)
» Reglas: Modus ponens y Necesitacion.

| vd Giessen, J. J. Joosten, P. Mayaux, V. Navarro 9/22



Un breve repaso de la seméantica para el intuicionismo versus modal|  Semantica de Kripke basica

Modelos birrelacionales

Ldégica intuicionista y légica modal: Semdntica

» Semantica de Kripke para IPC:
> M= (W,<,V) (Monotonicidad respecto a V)
» M,wl- A — B sii para todo v>w: M, v IF A implica
M,vIF B
» Semantica de mundos posibles para K:
> M=(W,R,V)
» M,wl-0OA sii para todo v tal que wRv: M,vIF A
M, w - CGA sii existe v tal que wRvy M v IF A
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Un breve repaso de la seméantica para el intuicionismo versus modal|  Semantica de Kripke basica

Modelos birrelacionales

Algunos ejemplos

P, q

e P, q

\/ \
\/ Wk OOgewlkoq

wll—p—>q wlFOOp

o ——>0 T

W)

P, q
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Un breve repaso de la semdntica para el intuicionismo versus modal|  Semantica de Kripke basica

Modelos birrelacionales

Légica modal intuicionista
Busqueda del significado intuicionista de Oy <

Consecuencias clasicas del Axioma K:
(k1) O(A— B) — (DA — OB)
k2) O(A— B) — (CA— ©B)
k3) O(AV B) — (CAV OB)
k4) (CA— OB) - O(A— B)

(
(
(
(k5) =L

)
)
)
)
Diferentes légicas modales intuicionistas/constructivistas:

» (K :=IPC+ (k1)

> CK:=IPC+ (k1) + (k2)

> K :=IPC+ (k1) + (k2) + (k3) + (k4) + (k5)

> ...
| vd Giessen, J. J. Joosten, P. Mayaux, V. Navarro 12/22



Un breve repaso de la semdntica para el intuicionismo versus modal|  Semantica de Kripke basica

Modelos birrelacionales

Semantica birrelacional para iK

» Modelos birrelacionales (BM) para iK:
> M=(W,<,R, V) (Monotonicidad respecto a V)
» Propiedad de marco (F0):

yo—:oz

’
’
’
’
’
/

X ®

» M,wl-0OA sii para todo v tal que wRv: M,vIF A

| vd Giessen, J. J. Joosten, P. Mayaux, V. Navarro 13 /22



Modelos concretos
Correccién

Algunos resultados preliminares Sobre la completitud
Plan general

Modelos concretos

» Modelos concretos: (CMM)
Dado un Marco de Kripke (MK) F = (W, R) y una funcién
A W — {c,i}, asignamos a cada w € W un modelo
intuicionista de Kripke con una raiz (Uy, <w, Vi) (raiz:
w € Uy) tal que A(w) =c = U, ={w}

» | se define sobre © := J U, (para x € Uy):
weWw

xW LyxIFT,

x IF psii x € Vi (p);

xIFAABsixIFAy xIFB;

xIFAV BsiixIFAoxIFB;

xlFA—= BsiiVye Uy(x<y—>yWAoyl B)
xIF-AsixIFA— 1;

x IF OA sii Yv(wRv — V I A) tal que w es el dnico mundo tal
que w < X.
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Modelos concretos
c :

Algunos resultados preliminares

Conjetura para Modelos concretos

» Teorema: Si M = (W,R,{My}twew) € CMM y definimos
Tw ={¢ | WIF ¢}, entonces (W, R, {Tw}wew) € MM

» Ejemplo de modelo mixto no-concreto:
F = <{W}7R>v R=a,Ily,=c,
Tw={pVatU{Op|y € Formg}"
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Modelos concretos
ion

Algunos resultados preliminares completitud
eral

Correccién para MM

» Correccidn: iK + OAV —0OA es correcta respecto a la clase
MM de todos los modelos mixtos.

iIK+OAV-OAF ¢ = MM(CPC,IPC) F ¢.
» Resultados de interés: Si M € MM,

> (Necesitacién)M E A implica M E OA;
» (Distributividad)M F CI(A — B) — (OA — 0B).
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Modelos concretos
Correccién

Algunos resultados preliminares Sobre la completitud
Plan general

Condiciones de marco y completitud
» Condicién de marco para AV =OA (F3 o BEM):

Yeoe--->ez

X ®

» Hemos notado que si F = (W, <, R) es un modelo
birrelacional, entonces

F satisface BEM — FEOAV-OA.

El reciproco podria ser falso.
» Completitud de MM respecto a iIK+A Vv —=[JA requeriria:
» Completitud de modelos birrelacionales BM con (FO+F3)
respecto a iIK+OA V -A
» Transicién de BM a MM modelos (“Unraveling” o
desenredo)
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Modelos concretos
Correccién

Algunos resultados preliminares Sobre la completitud
Plan general

Plan general

MM(IPC,CPC) ko ¢ 9T i L g Ay ~OAF

IncIusiénﬂ ANCompleto

CMMEp > BM +BEME ¢

Desenredo

Figure: Plan general
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Modelos concretos
Correccién

Algunos resultados preliminares Sobre la completitud
Plan general

Desenredo

Por contraposicién, suponemos un modelo birrelacional
M= (W, < R, V) tal que M, x ¥ ¢ para algin x € W.

La idea es anadir por cada w € W una copia de todos los mundos
<-visibles.

> M = (W', R {Ni}xew)

> W' = {Copy(x,x) | x e W}

» Copy(x, x)R'Copy(y,y): < xRy
> Copy(x,x) = <W(/:opy(x,x)7 Séiopy(x,x)’ V(I:opy(x,x)>
Weopyx) = {Copy(x,y) | x < y}
» Copy(x,x) = Copy(x; x)
> Copy(X,¥) <copy(xx) COPY(x,¥"): =y <y
> P E Vi (Copy(x,y)): <= pe V(y)

v

M, x I p == M’ Copy(x, x) IF ¢.
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Otras légicas

Légicas temporales

En un mundo futuro posible

Combinando varias légicas

» Incomparable, por ejemplo

» La légica de Godel-Dummett, LC, de los marcos de Kripke
lineales

(p—q)V(qg—p)
» La Idgica intuicionista de profundidad acotada a 2, BD,

pV(p—(qV—q))

» Multivaluada
» Etc.
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Otras légicas

Légicas temporales

En un mundo futuro posible

Sobre la estructura del tiempo

» Localmente, el tiempo puede comportarse de forma diferente
a como lo haria globalmente.

» Tiempo universal versus horizonte de sucesos de un agujero
negro, etc.

» Combinando diferentes légicas temporales.
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En un mundo futuro posible

i Gracias por su atencion!
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